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We prove a separation theorem for oriented matrclids of rank 3. We give shoi-t combinatorial 
proofs of Carath&dory’s theorem for arrangements of pseudohyperplanes anti Kirchherger’s 
theorem for arrangements of pseudolines. 
Introduction 
NOUS supposons le lecteur familarisC avec la sht?orie des matroi’des ori~enu?s (voir 
I?.. Bland et M. Las Vergnas [l], J. Folkman et ,J. Lawerence [2], M. Las Vergnas 
[5,6]; nous suivons la terminologie de ce dernier auteur). 
Soit 114 = M(E) un matro’ide orientable. Une classe d’orientutions de A4 est une 
classe d’Cquivalonce pour la reLItion changement de signe (voir Bland et Las 
Vergnas Cl]). Une cl,zsse d’orientcrtions mycliques est I’ensemble des orientations 
acydiques d’une classe d’orientations. 
Tous les matrdides consid&& dans cette note sont suppos&s Gmples. 
Nous disons qu’une vati& H cst un pseudohyperplan de l’espace project,if rtel 
P,,(R) si .H est l’image d’ua hyperplan de P,(R) par un homComonphisme de P,(R). 
Les pseudohyperplans de Pi(R) sont appel$s pseudodroites. 
D’aprks F. Levi [Sj un ur-zgk;ement de pseudodroites est un ensemble fini A de 
pseudodroites tel que deux pseudodroites quelconques de A ont exactemont un 
point commun. 
Nous disons qu’un ensemble fini A = HI, . . . , H,,, de pseudohyperplans [de 
P,,(Iw) est un arrangement de ps~udohyperplans si n ISi+, Hi -19 et pow tou,te 
famille de k, k s n, pseudohyperplans HII, . . . , Hk de A il existe des hypcrplans 
R” 1, - - - t I& de P,(R) tels que le complexe cellulaire determine par HI, . . . , Hk est 
isomorphe au complexe cellulaire dCtermin6 par RI, . . . I I$. 
D’apri% un th&r&me de Folkman et Lawrence [2] nous savons c$un arrange- 
ment A de pseudohyperplans de P’,,(R) dhtermine un matro:de (simplae) J4 = 
M(A) de rang n + 1 et une classe d’orientations acycliques de &4 et qu’on a aussi 
la r6ciproque si rang (A@c~. (Voir [2, ThBor&mes 16 et 201.) 
Le Thdorgme de Ham-Banach pour les matroi’des orient&s peut &tre Cnc\n& de 
la fapn suivante (v&r M. Las Vergnas [6]). 
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‘lldhme de Soit M’(E) un matrokle orienti acycliqua Soient A et 
B deux .rozrs-ensembles de E. Alors SI on a conv&JA.) n cow,,.(B) = pl pour to,wt 
extension ponctuelle acyclique M’ tie M, il existe une pa&ion A’ U B’ = E de E telle 
Qume A c A’, B c B’ et A#M(E) soit un matroi’rle orient6 acyclique. 
Arnaltio Mandel [9] a ddmontre que l’enonce ci-dessus n’est pas toujours 
valable asi le rang cdu matrdide M(E) est 24. D’autre part un theoreme de 
separation pour les arrangements de pseudodroites a CtC etabli par Goodman et 
Pollack comme consequence d’un ‘ThCoreme de Kirchberger pour les arrange- 
ments de pseudodxoites’ qu’ils demontrent en utilisant des o~utils topologiques. 
(Voir Goodman et Pollack [3, Theoremes 4.8 et 4.101.) 
Gette note a dew buts fondamentaux: 
--Nous demontrons que les definitions de convexite de Gt)odman et Pollack [3] 
pow ies arrangements de pseudohyperplans et de Las Vergnas [6] pour les 
ma.troYdes orient& sont equivalentes. 
--Naus donnons une demonstration simple d’un theoreme de separation pour 
les matro’ides orient&s de rang $3 qui a comme consequences immediates les 
th&n%nes de separation et de Kirchberger pour les arrangements de pseudlo- 
droites. (Nous obtenons done une demonstration de nature combinatoire ldu 
‘Th&~reme de Kirchberger pour les arrangements de pseudodroites’ resultat 
souhaite par Goodman et Pollack [3].) 
Di II 2.1 (Goodman et Polack [3J). Soient A un arrangement de 
pseudohyperplans dans l’espace projectif reel P,,(R) et p un point de P,,(R) -A. 
Soit A’ un sous-ensemble de A. Nous disons qu’un pseudohyperplan I-I, HE A, 
aplpartient au (A, p)-eweloppe conuexe de A’ si tout chemin de p 2 un point quel- 
conque de H recontre un pseudohyperplan de A’. 
xe 2.2 L’arrangement A determine un matrdide M = M(A) sur A: le 
rang dune famille de pseudohyperplans (Hi}ieJ est &gal au nombre minimum de 
pseudohyperplans {Ii;.}rc;,*, J’ c J, tels que nj,,g 1% = fiieJ Hi. 
IPour tout point p de P,,(R)- A, (A, p) determine w3oniquement une orienta- 
tion acychque 0 de M(A). En effet soient C la region connexe de P,,(R) -A h 
laqluelle appartient p et C sa fermeture. Soit {Hi)ier un hyperplan du matroYde 
M(A): i.e. nia,Hi est un point P,,(R) et pour tout pseudohyperplan H, 
H$f{Hi)ieJ, ni,JH; nff =g. AlOrS ={H: WE A - (J&)ieJ} est un cocircuit du 
matroide M(A). Soit H, un pseudohyperplan tel que le sous-espoce projectif 
17 I-6;, soit de dimension n-l. Soit X := (X’, X-) l’ensemble sign6 de 
E X”. 
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(2) Si HEX-{IT,,}, alors H appartient a X+ si et seulermw si les points p et 
ni,, Hi appartiennent B la mCme region cormexe de P,,(R)- HU HO. 
Pour demontrer que les ensembles sign&s ;jr, d&ermines pal* les conditions (l), 
(2) ci-dessus, et - X = ((-X)’ = X-, (-X)- = X”) constituent 1~:s cocircuits sign&s 
d’une orientation de M(A) il suffit de vtrific:r l’axiome d’6limlnation sign& pour 
tout pair Y, 2 de cocircuits sign& modulaire::: i.e. tel que p((A - Yj f~ (A - 2)) = 
n - 1. (Voir M. Las Vergnas [7, Proposition 2.11.) On remaq?le que Y et 2 sont 
des cocircuits modulaires du matro’ide M(A) si et seulemewt si il existe une 
pseudodroite L de Il’arrangement A contennant les points 
P,={nHi: HiEA-Y) et Pz={nHi: H~EA-2). 
Supposons, par exemple, que les signatures des cocircuits Y et 2 sont 
dkterminkes par Pes conditions (1) et (2) ci-dessus. (La di?monstration des autres 
cas possibles est analogue.) Alors on a HE Y+ n Z- [resp. HE Y- tlZ+] si et 
seulement si le pseudohyperplan H rencontre la pseudodroite E dans un point P 
entre PI et P2. D’autre part l’ensemble X1 =G {Hi : Hi E A, P$ Hi) est un cocircuit 
de M(A) et on a bien l’axiome d’dlimination sign& car il est clair qu’on a 
XfcY+UZ+-{met X;cY-UZ--{H}. 
On laisse au lecteur le soin de vkifier que 6 est une orientation acyclique et 
que H’ est un point extremal de 6 si et sculement c fl H’ engendre un sous- 
espace projectif de dimension n - 1. 
Alors HE A -A’ appartient au (A, p)-enwloppe convexe de A’ si et seulement si 
pour tout sous-ensemble A” de A tel que z~hf soit un matroi’de orient6 acyclique et 
H un point extremal on a A” 17 A + 8. 
DMnition 2.3 (Las Vergnas [S]). Soit M(E) un matro’ide orieme acyclique. Alors 
pour tout sow-ensemble. A de E nous disons que x, x E E, appartient au 
enveloppe convexe de A (que nous notons conv,(A)) si et seulement si x E A ou il 
existe un circuit sign6 X de M tel que X- =(x1, X’c A. 
Le Th$orhne 2.4 ci-dessous entraine I’&quivalence des dhhitions de convexit 
de Las Vergnas et de Goodman et Pollack. (Voir le ThCor&me 2.5 ci-dessous.) 
Th6orhe 2.4. Soit M(E) un matroi’da orient4 acyclique. Soient A un sous- 
ensemble de E et p un point de E-A. Alors les deux proprihh suiuantes sont 
t5quivaIentes : 
(1) p appartient d I’enveloppe convexe de A. 
(2) Pour tout sous-ensemble B de E tel (clue gM soit un matroide orient; acyclique 
et p un point extremal on a I3 PI A # 8. 
(l)+ (2). Par dkfinition si p E cow,(A) il existe un circuit sign6 
X tel que X--(p) et X’c A. 
D’autre part si p est up: point extremal de M alors p est aussi un point extremal 
du matroi’de orient6 a.cycdique r&f (voir Las Vcrgnas [6, Lemme 3.1.3.]). 
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Done si on a (1) on doit avoir (2). Supposons qu on a (1) et qu’il exi.ste un 
sowensemble B de E tel que &f soit un matroi’de orient6 acyclique, p un point 
extremai, et B n A = 8. Soit X un circuit sign& de M tel que X- = {p} et X’ c A. 
Aloni uuid -M ne peut pas Ctre un matrdide orient6 acyclique car le circuit signe 
KG} X est positif - 
(2) + (1). Supposons qu’on a (2) et qu’il n’existe pas un circuit sign6 X de M tel 
que X- =(p}, X +c A. Alors p est un point extremal du sous-matrdide orient6 
acyclique M(A U(p)). Soit y un point de E-(A U(p)). Si p n’est pas un point 
extremal du sous-matrdide orient6 acyclique M(A U{p, y}) alors y doit iitre un 
point extremal et pour tout circuit sign6 X de M(A U{p, y}) tel que X- =={p} et
X” c A U {y) on a necessairement y E X+. Done p est un point extremal du 
matrdide orient6 acychque tq)M(A U{p, y}). (Nous remarquons que 
te,M(A U{p, y}) est un sous-matro’n’de orient6 de ,,lM(E) mais {,)M(E) n’est pas 
necessairement un matro’ide orient6 acyclique.) 
Le raisonnement ci-dessus peut &tre pour&vi jusqu’a obtension d’un sous- 
en!semble B de E-(A U(p)) tel que gM(E) soit un matrdide orient6 acyclique et p 
un point extremal ce qlui contredit I’hypothbse. Cl 
‘IWor&me 2.5. Soient A un anangement de pseudohyperplans duns P,,(R:), p un 
point de P,(R) - A et MI = M(A) le matroi’de orient6 acyclique d&ermirti par (A, p). 
Soit A’ un sous-ensemble de A. AZors, pour tout H appartennant h A, H uppatient 
au (A, p)-enueloppe conuexe de A’si et seulement si H appartient ie conv,(A.‘). q 
Le Theoreme 2.5 permet de generaliser aisement aux arrangements de 
pseudohyperplans le “lheoreme de Caratheodory des arrangem’ents de pseudo-, 
drodites’ de Goodman et Pollack [3]. 
T&w&me de Carathewlory. Suient A un arrangement de pseudohyperplans duns 
l’espace projectij’ Gel P,(lR), p IQM point de P,,(R) -A et A’ un sous-ensemble de A. 
Ah si H, HE A - A’, est duns le (A, p)-enveloppz convexe de A’, H est aussi 
duns le (A, p)-enveloppe convexe de m G n + 1 pseudohyperplans de A’. 
on. Soit M= M(A) le matro’ide orient& acyclique determine par 
(A, p). Si H appartient au (A, p)-enveloppe cwrvexe de A’ alors, d’apres le 
Thko&me 2.5, H~conv~(A’) et done il existe un circuit sign6 X de M tel que 
X- = (HI et X’ c A’. Par definition H E conv,(X”) et done, d’aprk le Theorbme 
2.5, I-Z est dans le (A p)-enveloppe convexe de l’ensemble de pseudohyperplans 
X’. Pour achever la demonstration on remarque qu’on a IX’] < rang(A4) s 
n+l. Cl 
@ion. Soit M(E) un matro&z orient6 acyclique de rang 6 3. 
A~ors pour toute paire (A, B) de sous-ensembles di,sjoints de E les quatre proprikth 
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suiuantes ont kjuivalentes: 
(1) N existe une partition A’ U (E -A’) de E telle que A c .A’, B c E-A’ et ;i;M 
soit un matroide orient6 acyclique. 
(2) AM(A U B) est un matroi’de orient6 acyclique. 
(3) Pour tout extension ponctuelle orientke acyclique M’ de M(A U B) on a 
csnv,JA) n cow&B) = fl 
(4) Pour tout extension ponctuelIe orientge acyclique M” de M(E) on a 
cow,(A) n con~,~~( B) = $3. 
Lemma 2.6. Soient M(E) un matroi’de orient6 et E’ un sous-ensemble d E. Alors 
,-.M(E’) est un matroide orient6 acyclique si et seulenrent si ik existe un sous- 
ensemble A de E teE que A’ c A, E’ - A’ c E -A et AM(E) wit un matroi+de orients? 
acyclique. 
D6monslration. Si AM(E) est un matroide orient6 acyclique il est clair que 1~. 
matro’ide ,xM(E’) l’est aussi. 
Supposons que ARM est un matrciide orienti: acyclique et soit p un point de 
E-E’. Alors SI ,,‘otpl ’ -M(E’U{p}) et ii.M(E’U{p}) ne sont pas des matnjides 
orient’% acycliques il existe 2 circuits sign&s X et Y de M(E) tels que p E X-c 
A’ U {p}, X+ c E’ -(A’U{p}) et Y-CA’, PE Y+lJE’U{p)-A’. Mais dans ce cas 
il doit exister (par elimination de p dans X et Y) un circuit sign& Z tel que 
Z c A’ et Z+ c El-A’ ce qui n’est pas possible car, par hypothbse, zM(E’) est 
un matrdide orient6 acyplique. Le raisonnement ci-dessus’ peut Ctre poursuivi 
jusqu’a obtension dun s&s-ensemble A de E tel que ,-Ml(E) soit un matroi’de 
orient6 acyclique et A’cA, E’-A’cE-A. q 
I%monstration du ‘II&&me de h s6paratisn. (1) e(2). Cette Cquivalence est un 
cas particulier du Lemme 2.6. 
(2) =$(3). Supposons qu’on a (2). Alors on a clairement 
convIM(AUB)(A) n convMcA.oB)(B) = Ib. 
Si (3) n’est pas vraie il existe une extension ponctuellle orient6 acyclique 
M’ = M’(A U B U {x}) de M(A U B) telle que conv,(A) n clonv,(B) = {x). Alors 
il existe 2 circuits signes X et Y de M’ tels que X- = {x}, X’c A et Y’ = {x}, 
Y-c B. Mais dans ce cas il doit exister (par tlimination de x: dans X et Y) un 
circuit sign6 2, Z-’ c A, Z+ c B ce qui n’est pas possible! car, par hypothbe, 
zM(E’) est un matroide oriente acyclique. 
(3) * (4). L’implication est Claire. 
(4)+(2). Supposons qu’on a (4). Si (2) n’est pas vraie il existe un circuit sign6 X 
tel que X-= {x,, x2}c A, X+=(x3, x4)c B. Soit SB l’armngement de pseudo- 
droites d&erminC par le matrdidc orient& M(A U B) d’apres le: Theoreme de 
Folkman at Lawrence [2]. Soient X1 ). . , , Xdr les pseudodroites correspondant 
respectivement aux points x1 , . . . , x4 du matroi’de. D’apres un lemme de vi [S] 
(vior aussi Griinbaum [3, Theoreme 3.41) il existe un arrangement de pseudo- 
droites &’ == SB U(x) extension de d, telle que la pse ldodroite X contient les 
points d’intersection des pseudodlroites X1, X, et X,, X,. D’apres la R.emarque 
2.2 ci-dews, il existe done une extension ponctuelle orient&e acyclique M”(A 1J 
Z&3 U(x)) de M(A U B) et des circuits signes Z1 et Z, tels que Z1 = {x, x1, x2) et 
Z2 = {x, x3, x.+}. Soient Cr et C2 dies circuits signCs de M(A U B) tels que C1 et G 
sont constitues respectivement par Yes points qui n’appartiennent pas aux 
droites engendrges par les points x1, x2 et x3, x,. Alors C1 et C2 sont aussi des 
cocircuifs signes du matroide orient6 A4”(A U B U (x}). Par la propriCt& de l’orthog- 
onal les ensembles (Ci fl Zt) U (CT IT 2,) et (C’; n Zi) U ((2‘; fl ZT) [resp. 
(Cf nZ$) U(C; nZ;) et (Cz n 2;) U(C; n Zi)] sont non vides. Done on doit 
avoir Z;’ = {x}, Z; =(x1, x2} ou Zl = {x,, x2), Z; = {x}, [resp. Z,+ ={x}, Z; =(x3, 
x,} ou Zg = {x1, x2}, 2; = Ix}]. Mais dans ce cas on a conv,(A) n conv,(B) = 
{x} Z 9 ce qui n’est pas possible par hypothese. Cl 
D&&ion 2.7 (Goodman et Pollack [31). Soient A un arrangement de pseudo- 
droites, p un point de P,(R) - A et A’ et A” deux sous-ensembles de A. Nous 
disons que A’ et A” sont (A, p)-s&w&es si pour tout arrangement de 
pseudodroites A”‘, A”’ = A U(D), p# 0, les (A”‘, p)-enveloppes conwxes de A’ et 
A” n’ont pas des pseudodroites en commun. 
TM&me de JGrchbeqer. Soient A un arrangement de pseudodroites, p un point 
de P2(R)-A et A’ et A” deux sous-ensembles disjoints de A. Alors les deux 
propvi&h suivantes sont &4ivalentes: 
(1) A’ et A” sent (A, pj-siparubles; 
(2) Pour tout sous-ensemble Q de A ayant 4 &ments Q n A’ et Q f7A” ssnt 
(Q, p)-sgparables. 
D&mo119tnrtTon. Soit M(A) le matrdide orient6 de rang s3 determine par 
(A, p). Alors d’apres le Th&n-ltme de la separation A’ et A” sont (A, p)- 
separabies si et seulement si pM(A U A’9 est un matrdide oriend acyclique. 
Mais, par definition, r *A&A’ U A’9 est un matrdide orient& acyclique si et seule- 
ment si pour tout circuit Q de M(A’UA’9 ,7&((A’UA’9 n Q) est un 
matroide orient6 acychque. Done, d’apres le Theo&me de la separation, 
,154(A’ U A’9 est un matro?de orient6 acyclique s.i et seulement si pour tout 
circuit 8 de M(A'U A“), 0 n A’ et Q n A” sont (Q, p)-&parables. (On remarque 
qu’on a 1 Q] 4 rang(M)+-i:s4.) 0 
La Proposition 2.8 suivante est une consequence Cvidente du Lemme 2.6 et de 
l’implication (2)+(3) des propri&& (2) et (3) du Th&or&me de la shparation. (On 
laisse la demonstration au lecteur. On remarque que l’implication (2)*(3) est 
valable quel que wit le rang du matrdicle M.) 
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Proposition 2.8. Soit M(E) un ntatroi’de orient6 acyclique. AZors Zes trois propridtks 
suivantes sont 6quivaZentes: 
(1) Soient A et B deux sow-ensembles de E. Abrs si on a convw(A)P 
conv,#(B) =@ pour tout extension ponctuelle acyclique M’ de M, iZ existe une 
partition A’ U B’ = E de E teZZe que A c A’, B c B’ et FM(E) soit un rnatroide 
orient6 acyclique. 
(2) Pour tout circuit sign6 X de M(E), 1X-1, IX-‘1 32, iZ existe une extension 
ponctuelle orientJe acyclique M’l(E U(x).) de M(E) et des circuits sigh 211 et 2, rels 
que 2: = {x}, 2, c X- et 2, = {x}, 2,” c X’. 
(3) Soient A et B d&x sous-ensembles disjoints de E. Alors on a conv,~(A) n 
conv&B) = pl pour tout extension ponctuelle acyclique M’ cfe M(E) si et seulement 
si &f(A U B) test un matroi:de oriend acyclique. Cl 
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